APOYO GUÍA 4
DÉCIMO

LA PARÁBOLA
ACTIVIDAD EXPERIMENTAL 

Para realizar esta actividad cada alumno debe traer a clase una hoja de papel, una escuadra, cinta adhesiva y una cuerda que tenga la misma longitud que uno de los catetos de la escuadra.

Una vez con el material a la mano, hacemos lo siguiente:

1. Fijar un extremo de la cuerda en el vértice correspondiente al ángulo no recto del cateto cuya longitud coincide con el de la cuerda y el otro extremo en un PUNTO FIJO del plano. El otro cateto de la escuadra se apoya en una RECTA FIJA, tal y como indica la figura.
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2.  enseguida se desliza la escuadra a lo largo de la recta fija, al mismo tiempo que mantenemos tensa la cuerda y vamos dibujando la curva con un lápiz.

La curva dibujada se llama parábola.
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DEFINICIÓN  
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Por ejemplo en la siguiente figura los puntos A, B, C y D pertenecen a la parábola 
                                        [image: image3.png]



Ya que:
AA’ = AF
BB’  = BF
CC’  = CF

DD’ = DF

ELEMENTOS DE LA PARÁBOLA
Anteriormente mencionamos dos elementos muy importantes de la parábola: la directriz y el foco.

La siguiente figura nos muestra otros elementos:

[image: image4.png]o de Simetia





Eje de simetría: es la recta que pasa por el foco y es perpendicular a la directriz.
Divide a la parábola en dos partes simétricas pasando por el vértice.

Vértice: es el punto donde la parábola interseca a su eje de simetría.
Cuerda: segmento de recta que une dos puntos de la parábola. Si la cuerda pasa por el foco se llama cuerda focal.
Lado recto: es una cuerda focal perpendicular al eje de la parábola.

ECUACIÓN  DE LA  PARÁBOLA   CON  VÉRTICE EN EL ORIGEN
Siempre que se trate de deducir la ecuación de una curva es necesario observar cuidadosamente las propiedades  que cumplen sus puntos. Para deducir la ecuación de la parábola tendremos en cuenta lo siguiente: 
Dado el foco y su directriz,  elegimos un sistema de coordenadas de tal manera que la directriz sea horizontal, el eje de simetría coincida con uno de los ejes coordinados (en este caso hemos escogido el eje y) y el origen esté a la mitad de la distancia entre el foco y la directriz. Llamamos p a la distancia entre el foco y el origen (p > 0), de modo que la distancia entre el origen y la directriz también es P. 
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Las coordenadas del foco son F(0,p) y la ecuación  de la directriz es y = -p. 
Por definición de la parábola si elegimos cualquier punto de ésta, P(x, y) la distancia de P(x, y) a su foco F(0,p) es igual a la distancia del punto P(x, y) al punto L(x,-p) (obsérvese que L(x,-p) es el punto que se utiliza para determinar la distancia perpendicular a la recta y =-p).

Utilizamos la fórmula de distancia para obtener: 
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Elevando al cuadrado a ambos lados tenemos:
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Realizando las operaciones obtenemos:
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De donde concluimos: 
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[image: image11]
La parábola de ecuación x2=4py  abre hacia arriba si p > 0  y hacia abajo si p < 0, como lo indica la figura.  
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               p > 0                                p < 0

EJEMPLOS 
1. Determinar el foco y la directriz de la parábola: 
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Para una parábola dada de la forma x2=4py sabemos que la ecuación de la directriz es y=-p y el foca es (0, p), por lo que necesitamos identificar p.

Podemos escribir la ecuación  
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3

1

x

y

-

=

 en la forma x2=4py despejando x2:
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Comparamos esto con la ecuación  x2=4py  para identificar p

x2=4py  

x2=-3y

vemos que 4p=-3


        p=
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por lo tanto el foco es F
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 y la directriz es y=
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, la gráfica queda de la siguiente manera.
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2. Encontrar la ecuación de la parábola con vértice en el origen, cuyo foco es el punto  F(O,3) y la directriz es paralela al eje x. Grafiquemos la parábola.
Como el foco está sobre el eje y (F(0,3)), y el vértice está en el origen, entonces: 
La parábola correspondiente tiene la forma de la ecuación x2=4py con p=3, se tiene:
X2=4(3) y

X2=12y 
Para graficar esta parábola, primero marcamos el vértice V(0,0) y luego colocamos otro par de puntos sobre está: 
Si y=3, entonces: 

X2=12(3)

X2=36

X=±6
Así los puntos (6,3) y (-6,3) están situados sobre la parábola.
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Ahora analicemos la parábola con vértice en el origen pero simétrica con respecto al eje x. El foco  F(p,0) y la directriz x= -p como vemos en la siguiente figura. 
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Como en el caso de la parábola simétrica con respecto al eje y, podemos deducir la ecuación de la parábola simétrica con respecto al eje x Utilizando la fórmula de la distancia. 
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La parábola de ecuación  
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 abre hacia la derecha si p > 0 y hacia la izquierda si  p < 0, como lo muestra la figura.
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               p > 0
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P < 0


EJEMPLOS 
1. Hallar el foco y la ecuación de la directriz de la parábola: 
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Para una parábola dada de la forma y2=4px sabemos que la ecuación de la directriz es x=-p y el foca es (p,0), por lo que necesitamos identificar p.

Comparamos las ecuaciones:

y2=4px
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Para identificar a  p, vemos que

4p=16

P=
[image: image31.wmf]4
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P=4

Por lo tanto el foco es F(4,0) y la directriz es x=-4, la gráfica queda de la siguiente manera.
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2. Determinar la ecuación de la parábola con vértice en el origen, simétrica con respecto al eje x, si su foco es F(3,0).

Dado que la parábola tiene su vértice en el origen y es simétrica con respecto al eje x, su ecuación será de la forma    
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Como tenemos que el foco es F(3,0), entonces p=3. Por lo tanto la ecuación pedida es:




Y2=4(3)x

Y2=12x

3. Una parábola tiene su vértice en el origen, su eje focal es el eje x y pasa por el punto  (-3,6) hallemos su ecuación y dibujemos su gráfica.
Como el vértice es (0,0) y el eje focal es el eje x, entonces la ecuación de la parábola es de la forma Y2=4px donde desconocemos el valor de p.
Puesto que la parábola pasa por el punto (-3,6), entonces sus coordenadas deben satisfacer la ecuación, por lo tanto: 

62=4p(-3)

36= -12p

P=
[image: image34.wmf]12
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P= -3
Luego, la ecuación de la parábola es: 
Y2= - 12 x
Como p es negativo, entonces la parábola abre hacia la izquierda como lo muestra la figura.
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ECUACIÓN DE LA  PARÁBOLA   CON VERTICE  EN  (h, k)

Cuando trasladamos una parábola simétrica con respecto al eje y y con vértice V(0,0) de manera horizontal h unidades y de manera vertical k unidades.  

Obtenemos una parábola con las siguientes propiedades: Su vértice es (h,k), su eje de simetría es la recta x=h, su foco es F(h,k+p) y su directriz es y = -p+k = k-p
[image: image36.png]p —Directiz
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De la misma forma en que obtuvimos la ecuación de la parábola con centro en el origen, podemos deducir la ecuación para esta parábola.
Sea (x, y) un punto de la parábola, entonces por la definición  de ésta la distancia de P(x, y) a su foco F(h, k+p) es igual a la distancia del punto P(x, y) al punto L(x, k-p) es decir:
D (P, F) = D(P, L)
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Elevado al cuadrado a ambos lados tenemos:
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Por tanto:
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La expresión de la derecha de la igualdad es una diferencia de cuadrados; si factorizamos tenemos: 
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Entonces:
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   Por tanto:
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[image: image47]
Si p > 0 la parábola habré hacia arriba. 

Si p < 0 la parábola abre hacia abajo.

	[image: image320.wmf]1

2

2

2

2

=

+

a

y

b

x

[image: image321.wmf](

)

(

)

1

2

2

2

2

=

-

+

-

b

k

y

a

h

x

[image: image322.wmf](

)

c

k

h

F

+

,

1

[image: image323.wmf](

)

c

k

h

F

-

,

2

[image: image48.png]



P > 0
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P < 0


EJEMPLOS 
1. Encontrar la ecuación de la parábola con vértice V(-6,-1) y directriz y=2
Empezamos localizando el vértice en V(-6,-1) y la directriz y=2  

[image: image328.png]
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Puesto que el vértice está colocado 3 unidades por debajo de la directriz se deduce que p=-3 y la forma de la ecuación debe ser:

(x-h)2=4p(y-k) 

Sustituyendo h=-6, k=-1 y p=-3 obtenemos:

[x-(-6)]2 = 4(-3)[y-(-1)]

Por lo tanto la ecuación pedida es: 

(x+6)2=-12(y+1)

La grafica de esta ecuación seria:

[image: image330.png]
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2. Determinar el vértice, el foco, el eje de simetría  y la directriz de la parábola 
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Comparando ésta  ecuación  con la ecuación 
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  Concluimos que el vértice es (-1,1).
Como 4P=-25 entonces P=
[image: image54.wmf]4
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 de donde se puede deducir que:
La parábola  abre hacia abajo  porque P=
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< 0 Sabemos que el foco es F(h, k+p), luego las coordenadas del foco es la pareja ordenada:
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La ecuación de la directriz está dada por la expresión y=k-p, así la directriz tiene como ecuación y = 1 - 
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El eje de simetría es x=-1
La grafica de esta parábola seria:
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Ahora analicemos la parábola con vértice  en (h,k) y eje  de simetría paralelo al eje x como se muestra en la figura 
[image: image59.png]fo desimetra i
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Como en el caso de la parábola simétrica con respecto al eje x=h, podemos deducir la ecuación de la parábola  simétrica con respecto al eje y= k y obtenemos:
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[image: image334.png]X=-4




Si p > 0 la parábola se abre hacia la derecha.

Si p < 0 la parábola se abre hacia la izquierda.
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P > 0
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P < 0


EJEMPLO 
1. Encontrar la ecuación de la parábola con vértice V(7,4), eje de simetría paralelo al eje x y foco F(10,4).
Como el eje de simetría de la parábola es horizontal, entonces la forma de la ecuación debe ser:
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  con:

h=7, k=4

Como el foco es F(10,4), entonces:

h+p=10

p=10-h

p=10-7

p=3

Reemplazando los valores obtenemos la ecuación pedida.
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La grafica de esta parábola seria la siguiente:

[image: image343.png]


[image: image65.png]24512 8 4 2 1% 2




2. Hallar las coordenadas del vértice, el foco, la ecuación del eje de simetría y de la directriz; y la longitud del lado recto de la parábola:
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Como la ecuación de la parábola tiene la forma 
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Coordenadas del vértice V
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Se tiene que 4p=8, entonces p=2.

Y como la parábola abre hacia la derecha, el foco está a dos unidades a la derecha del vértice sobre el eje de simetría, por lo tanto sus coordenadas serán:

F
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Como la parábola tiene eje de simetría paralelo al eje x, el eje de simetría del eje focal es y=k, es decir, y=3.

La directriz está dos unidades a la izquierda del vértice, su ecuación será:

                                        x=h-p

                                        x=5-2

                                        x=3

La ecuación de la directriz es: x=3

Longitud de lado recto: 4p, esto es 4p=8

Ahora trazamos la gráfica: ubicamos el vértice, el foco, la directriz y el eje de simetría. Busquemos dos puntos de la gráfica:

Si x=7, tenemos:
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                            Y2 -6y+9=16

                            Y2 -6y-7=0

Factorizando tenemos:
[image: image74.wmf]
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por lo cual los puntos (7,7) y (7,-1) pertenecen a la parábola.
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 ECUACION GENERAL DE LA PARÁBOLA 
Si tomamos la ecuación (y-k)2=4p(x-h) y la desarrollamos obtenemos: 
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Como 
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 son números reales, podemos escribir la ecuación así: 
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De una manera similar, si desarrollamos la ecuación (x-h)2=4p(y-k) obtenemos: 
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[image: image348.png]x=h




[image: image85]
OBSERVACIONES
1. Al analizar la ecuación general de una parábola, podemos concluir que:

· Es de segundo grado en una variable y de primer grado en la otra. 

· La parábola cuyo eje focal es paralelo al eje “y” es función; en cambio, la otra no lo es. 
2. si bien es cierto la ecuación de una parábola tiene la forma:
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Ello no implica que toda ecuación de esta forma represente una parábola.
EJEMPLOS 
1. probemos que la ecuación 4x2-20x-24y+97=0 representa una parábola, hallemos las coordenadas del vértice y del foco y la ecuación de la directriz.

En primer lugar, dividamos cada término de la ecuación por 4:
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Esta última ecuación tiene la forma de una parábola cuyo  eje focal es paralelo al eje y.
A continuación, llevemos la ecuación a la forma: 

(x-h)2=4p(y-k);  así: 
Agrupamos  los términos de “x” a un mismo lado de la ecuación:
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Completamos al trinomio cuadrado perfecto el lado izquierdo de la ecuación; así: 
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Por lo tanto, las coordenadas del vértice son: 
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Como 4p=6, entonces p=
[image: image92.wmf]2
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; luego, la parábola se abre hacia arriba.

Las coordenadas del foco son: 
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La  ecuación de la directriz es: 
[image: image94.wmf]2
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La grafica de esta parábola sería:
[image: image349.png]Eje de Simetria:



[image: image350.png]Eje de Simetria:
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2. hallemos las coordinas del vértice y el foco; la ecuación del eje de simetría y la directriz; y la longitud del lado recto de la parábola de ecuación : 4y2-8y+3x-2=0.
Para completar el trinomio cuadrado perfecto en términos de y, el coeficiente de y2 debe ser uno así que volvemos a escribir la ecuación como:
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Entonces, completando el cuadrado tenemos: 
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Factorizando y haciendo operaciones: 
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Para obtener una de las formas generales de la parábola, dividimos a ambos lados por 4 y obtenemos:
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Como la ecuación de la parábola tiene la forma 


[image: image100.wmf](
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Las coordinas del vértice son: V(2,1).

Comparando las ecuaciones 
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Y como la parábola abre hacia la izquierda, el foco está 
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 de unidades a la izquierda del vértice sobre el eje de simetría por tanto, sus coordenadas serán F (h+p,k), es decir 
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Como la parábola tiene eje de simetría paralelo al eje x, el eje de simetría es y=k,  y=1.
La directriz esta 
[image: image108.wmf]16

3

-
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x=h-p
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Longitud del lado recto4p:

4p=-
[image: image110.wmf]4
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La gráfica de esta parábola sería:
[image: image352.png]Directriz



[image: image353.png]y=k+p
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APLICACIONES DE LA PARÁBOLA
La parábola tiene muchas propiedades interesantes que la hacen apropiada para ciertas aplicaciones. El diseña de espejos para telescopios y ciertos sistemas de alumbrado se basan en una propiedad de reflexión importante de las parábolas. Como se está ilustrando en la figura siguiente, un rayo de luz de un punto frente localizado en el foco de una parábola será reflejado a lo largo de una recta paralela al eje de simetría.

Así, la forma de la superficie reflejante en la mayoría de los reflectores, los faros delanteros del automóvil  y las luces intermitentes se obtienen rotando una parábola alrededor de su eje de simetría.
[image: image112.png]



La fuente de luz se coloca en el foco. Entonces, teóricamente, el resultado de este diseño es un rayo de luz paralelo al eje de simetría.
Por supuesto, en realidad ocurrirá alguna dispersión de la luz, puesto que no hay fuente de luz. Por el contrario, si un rayo de luz que entra en paralelo al eje de una parábola, será reflejado a lo largo de una recta que pasa a través del foco. Telescopios reflexivos, platos de satélites y antenas de radar utilizan esta propiedad colocando la lente del telescopio y el equipo receptor para la antena en el foco de un reflector parabólico.  
[image: image113.png]



 Las parábolas son también importantes en el diseño de los puentes colgantes  son generalmente de la forma parabólica, puesto que se puede demostrar que si el peso de un puente se distribuye uniformemente a lo largo de su longitud, un cable en forma de parábola sostendrá su carga equilibradamente. Además, la trayectoria de un proyectil será una parábola si el movimiento se considera en un plano y no se tiene en cuenta la resistencia del aire.
ELIPSE

ACTIVIDAD EXPERIMENTAL
Para realizar esta actividad necesitas dos alfileres, una cuerda y un lápiz.

Una vez con el material a la mano, hacemos lo siguiente:
1. Fijamos en una superficie los dos alfileres separados entre si unos 10 ó 12 cm.
2. Amarraremos los extremos de la cuerda a los dos alfileres (la longitud de la cuerda debe ser mayor que la distancia entre los dos alfileres).
[image: image354.png]V(-6,-1)



3. Deslizamos el lápiz al mismo tiempo que mantenemos tensa la cuerda tal y como nos indica la figura

[image: image114.png]



4. Marcamos un punto P cualquiera sobre la curva dibujada, Lo unimos a los alfileres F’ y F, mediante las distancias PF y PF’, Las sumamos y anotamos el resultado. 

Esta operación se repite para otros puntos de la curva y se sacan conclusiones.

La curva dibujada al realizar la actividad anterior se denomina  ELIPSE.
DEFINICIÓN
[image: image355.png]y=2




[image: image115]
Por ejemplo  observando la siguiente figura 
[image: image116.png]w





Podemos comprobar que se cumple:
PF1 + PF2 = Constante

QF1 + QF2 = Constante

RF1 + RF2 = Constante
ELEMENTOS DE LA ELIPSE
[image: image117.png]w
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Focos: Son los puntos fijos F1 y F2.
Eje focal: Es la recta que pasa por los focos de la elipse.

Vértices: Son los puntos V1 y V2 donde la elipse corta al eje focal.

Eje mayor: Es el segmento de recta que pasa a través de los focos cuyos extremos son V1 y V2. 
Centro: Es el punto medio de 
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y también punto medio de 
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.

Eje menor: Es el segmento 
[image: image120.wmf]2
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perpendicular al eje mayor y que pasa por el centro.

Distancia focal: Es la distancia entre los dos focos y se designa por (2C).

ECUACION DE LA ELIPSE CON CENTRO EN EL ORIGEN                           
[image: image121.png]



a 
[image: image122] Distancia del centro al vértice 
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c        Distancia del centro al foco
De acuerdo con lo anterior las coordenadas de los focos son: 
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Las coordenadas de los vértices son: 
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La distancia del 
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La suma de las distancias 
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a cada uno de los focos es: 
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Si reemplazamos 
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Por lo tanto la suma de las distancias de un vértice a cada uno de los focos es igual a 2a y como un vértice es un punto de la elipse, cualquier punto P la elipse también debe cumplir la misma condición.
Por la definición de elipse si elegimos cualquier punto de ésta 
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Por lo tanto:
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Por formula de la distancia tenemos:
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Transponemos el primer radical
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Elevado al cuadrado tenemos:
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Operando obtenemos:
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Transponiendo términos y operando tenemos:
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[image: image146.wmf]
Dividimos por 4 en ambos términos de la igualdad 
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Elevamos de nuevo al cuadrado y operamos

[image: image148.wmf](
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Transponiendo términos y operando obtenemos:
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Dividimos todos los términos por 
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Como  a y c son positivos y a >c entonces
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2

2

>

-

c

a

.

Sea  
[image: image153.wmf]2

2

c

a

b

-

=

 entonces b > 0, 
[image: image154.wmf]2

2

2

c

a

b

-

=


Al sustituir en la última ecuación obtenemos:                      
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Como  C > 0 y 
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concluimos que 
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 y por lo tanto a > b. De este modo la elipse con centro en el origen y con focos sobre el eje x tiene la ecuación:
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Esta es la ecuación, donde el número “a“ representa el semieje mayor y “b” el semieje menor.


[image: image160]  

EJEMPLOS 
1. Encontrar la ecuación de la elipse cuyo eje mayor está sobre el eje “x” y tiene una magnitud de 10; y su eje menor está sobre el eje “y” y tiene una magnitud 8.
La magnitud del eje mayor es la distancia 
[image: image161.wmf](
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, es decir 2a por lo tanto:

2a=10
a=
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Y como la magnitud del eje menor es 
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2b=8
b=
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b=4
Como el eje mayor está sobre el eje x, la ecuación de la elipse es de la forma:
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La gráfica de esta ecuación es:
[image: image166.png]



2. encontrar la ecuación de la elipse con vértices V(±5,0) y focos F(±2, 0). Tracemos la gráfica de la elipse.
Como
[image: image167.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image168.wmf](
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Como los focos están en el eje x y el centro está en el origen, la ecuación de la elipse tiene la forma:   
[image: image174.wmf]
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Sustituyendo los valores de a y b tenemos: 
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Ahora grafiquemos los vértices V(±5,0), los focos F(±2,0) y los extremos del eje menor B(0,
[image: image177.wmf]21

±

) para trazar la elipse.
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3. Encontrar el valor de los semiejes y la localización de los focos de la elipse:  
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Comparando esta ecuación de la elipse con 
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Se ha suprimido el doble signo porque solo interesan las longitudes de los semiejes que siempre son positivos.

Por lo tanto  el valor del semieje mayor es 3 y el valor del semieje menor es 2.
Para hallar las coordenadas de los focos utilizamos la siguiente relación.
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Los focos están situados en  
[image: image184.wmf](

)

0

,

5

1

-

F

 y 
[image: image185.wmf](

)

0

,

5

2

F


La gráfica de esta elipse queda de la siguiente manera.
[image: image186.png]



Ahora analicemos si la elipse está situada de manera que los focos están sobre el eje “y” y en 
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, con  una deducción similar a la que se hizo para hallar la ecuación 
[image: image189.wmf]1
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 podemos encontrar la forma 
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Esta es la ecuación de la elipse con centro en el origen y focos sobre el eje Y.
[image: image191.png]



      
[image: image192]                                                                 

   NOTA
La relación a > b es la clave para identificar cuál de las dos formas se aplica  a la elipse dada. 

Por ejemplo para 
[image: image193.wmf]1
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 puesto que 16 > 4 identificamos a2=16 y b2=4, entonces concluimos que el eje mayor es horizontal.

Para 
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 puesto que 16 > 4, de nuevo identificamos a2=16 y b2=4; para esta elipse, sin embargo, el eje mayor es vertical. 
EJEMPLOS 
1.  Graficar e identificar  los focos de la elipse:    
[image: image195.wmf]1
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Si comparamos la ecuación con las dos formas de la elipse, observamos que el denominador de 
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 es mayor que el denominador de 
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; por lo tanto como a debe ser mayor que b utilizamos la segunda forma, 
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, una elipse con focos en el eje y.
Por lo tanto: 
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Entonces los vértices serían:  
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 y  Los extremos del eje menor 
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Como a > b y 
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Los focos son 
[image: image206.wmf](
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La grafica de esta elipse quedaría así:
[image: image208.png]



2. encontrar los vértices y los focos para la elipse 
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Puesto que 9 > 3, tenemos: 
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Como el denominador del término 
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 y el eje mayor vertical, los vértices son: 
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Los extremos del eje menor son:
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Puesto que 
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 los focos están en el eje “y”  y en 
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La gráfica de esta elipse seria:
[image: image221.png]



ECUACIÓN DE LA ELIPSE CON CENTRO EN (h, k) 
Cuando desplazamos una elipse con centro C (0,0) y focos en el eje x de forma horizontal h unidades y de forma vertical k unidades, obtenemos una elipse con las siguientes propiedades: 

Su centro es C(h, k), sus focos están sobre la recta y = k situados en F1(h-c, k) y F2(h+c, k), sus vértices son V1(h-a, k) y V2(h+a, k), los extremos del eje menor son B1(h, k+b)  y B2(h, k-b). 
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De la misma forma que obtuvimos la ecuación de la elipse con centro en el origen, podemos deducir la siguiente ecuación de la elipse.
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Para esta elipse el eje mayor es horizontal y el eje menor es vertical.


[image: image224]
EJEMPLOS 
1. Hallar la ecuación de la elipse que tiene centro en C(-2,0), su eje menor tiene longitud 10 y uno de sus focos es 
[image: image225.wmf](
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Según la posición del centro y el foco tenemos que el eje mayor de la elipse es paralelo al eje “x” y además c=4 (distancia entre el centro y el foco). 

Como la longitud del eje menor es 10 entonces 

2b=10

 b=
[image: image226.wmf]2
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Debemos determinar el valor de a
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Luego la ecuación pedida es de la forma:
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La gráfica de ecuación sería:
[image: image358.png]Fi-1-21/4)



[image: image229.png]



2. Identificar las coordenadas del centro y los focos de la elipse 
[image: image230.wmf](
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Como 24 > 12, la ecuación la comparamos con


[image: image231.wmf](
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 Puesto que 
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De este modo podemos deducir que:

· h= - 4  
· k = 1
· 
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Ahora hallamos c mediante la relación 
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Teniendo en cuenta esta información podemos encontrar: 

· Las coordenadas del centro C(h,k)=C(-4,1) 

· Las coordenadas de los vértices 
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· Las coordenadas de los focos
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La gráfica de esta elipse seria:

[image: image359.png]y=29/4



[image: image241.png]



Ahora analicemos la elipse con centro en C (h,k),  y focos sobre la recta x=h paralela al eje y.
[image: image242.png]



Sus vértices son V1(h, k+a) y V2(h, k-a) los extremos del eje menor son 
[image: image243.wmf](
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La fórmula de esta elipse es:
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En esta elipse el eje mayor es vertical y el eje menor es horizontal y a > b.

[image: image248]
EJEMPLOS 
1. Encontrar la ecuación de la elipse con centro (2,-1), eje mayor vertical de longitud 6 y eje menor de longitud 3.
La longitud del eje mayor es 2a = 6; por tanto a=3. Similarmente, la longitud del eje menor es 2b = 3; así b= 
[image: image249.wmf]2
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Puesto que el eje mayor es vertical, la ecuación que debemos utilizar es 
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Sustituyendo h=2, k=-1, a=3 y b= 
[image: image251.wmf]2
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 tenemos:
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Esta es la ecuación pedida y su gráfica es:
[image: image360.png]Directriz



[image: image253.png]



2. Hallar las coordenadas del centro, los vértices y los focos de la elipse:  
[image: image254.wmf](
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Observemos que 36 > 11 por lo cual la ecuación dada es de la forma: 
[image: image255.wmf](
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 puesto que a2 >b2, así que comparando la ecuación del ejercicio con ésta podemos deducir que:
· h=2

· k=-4

· a2=36     
a=6

· b2=11 

b=
[image: image256.wmf]11


Mediante la relación a2=b2+c2 podemos encontrar el valor de c así:



[image: image257.wmf]5

25

11

36

2

2

2

2

2

=

=

-

=

-

=

c

c

c

b

a

c


Teniendo esta información podemos obtener:

· Las coordenadas del centro             C(h,k) =  C(2,-4)

· Las coordenadas de los vértices 

V1(h, k+a) = V1(2,-4+6) = V1(2,2) 

V2(h, k-a) = V2(2,-4-6) = V2(2,-10)

· Las coordenadas de los focos 

F1(h, k+c) = F1(2,-4+5) = F1(2,1)

F2(h, k-c) = F2(2,-4-5) = F2(2,-9)

La gráfica  de esta elipse sería:
[image: image361.png]
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ECUACIÓN GENERAL DE LA ELIPSE

Si desarrollamos la ecuación 
[image: image259.wmf](
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)

(

)

(

)

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

2

2

1

)

(

b

a

k

a

ky

a

y

a

h

b

hx

b

x

b

b

a

k

ky

y

a

h

hx

x

b

b

a

k

y

a

h

x

b

=

+

-

+

+

-

=

+

-

+

+

-

=

-

+

-



[image: image261.wmf]0
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Como b2, a2, -2b2h, -2a2k y b2h2+a2k2-a2b2 son números reales, podemos escribir la ecuación así:
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, donde A= b2, C= a2, D=-2b2h, E=-2a2k, Y F= b2h2+a2k2-a2b2 .

                              

[image: image263]
La ecuación es de segundo grado en “x” y “y” en la cual los coeficientes A y C son de igual signo pero distinto valor numérico.

Para mostrar que una ecuación de la forma:
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Representa una elipse es necesario verificar que 
[image: image265.wmf]c
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y que a. c > 0, luego, recurrir al método de complementación al trinomio cuadrado perfecto como lo hicimos con la circunferencia y la parábola.
EJEMPLO 
Encontrar los focos y los vértices de la elipse 
[image: image266.wmf].
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 Grafiquemos la elipse.
Para escribir la ecuación en una de sus formas, debemos completar el cuadrado en x y y. (Recordemos que los términos cuadráticos 
[image: image267.wmf]2

x

 y 
[image: image268.wmf]2

y

deben tener el coeficiente 1 para completar el trinomio cuadrado perfecto).

Así que factorizamos:
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Completamos los cuadrados:
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)

(

)

.

144

4

84

9

6

16

1

2

4

2

2

+

+

-

=

+

-

+

+

-

y

y

x

x


Obsérvese que hemos sumado 4(1) y 16(9) a ambos lados de la ecuación. Así obtenemos:                                                               
[image: image271.wmf](
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Dividiendo por 64 tenemos:
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Vemos ahora que el centro de la elipse es C(1,3). El eje mayor es horizontal, a=4 y b=2.
Como sabemos que los vértices se  sitúan en 
V1(h-a, k) y V2(h+a, k), tenemos V1(1-4,3) y 
V2(1+4,3), es decir: V1(-3,3) y V2(5,3). 
Los extremos del eje menor son B1(h, k+b) y B2(h, k-b), sustituyendo los valores de h, k y b tenemos: B1(1,3+2) y B2(1,3-2), es decir B1(1,5) y B2(1,1).

Ahora utilizamos la relación 
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para hallar c, sustituimos los valores de a y b así: 
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Trasponiendo obtenemos:
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Así los focos son:  
[image: image276.wmf](
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Ahora para graficar situamos los vértices, los extremos del eje menor y trazamos la elipse.
[image: image280.png]



APLICACIONES DE LA ELIPSE
Las elipses tienen una propiedad de reflexión análoga a la analizada para la parábola. Se puede demostrar que cualquier rayo de luz que emana de un foco y se refleja en la elipse pasará a través del otro foco. 

[image: image281.png]



Este principio  es válido para las ondas sonoras, como también las ondas de luz, y es la base para el diseño de “una cámara susurrante”. Algunas  cámaras susurrantes son de salón estatuario del capitolio de Washington, el tabernáculo mormón, en la ciudad de Salt Lake y la catedral de San Pablo, Londres.

La elipse también tiene aplicaciones astronómicas.

Los movimientos de los cuerpos celestes describen orbitas que han sido muy cuestionadas a través de la historia. Hagamos un análisis de las teorías presentadas por los principales astrónomos.
Sin duda fueron los griegos los primeros en estudiar la astronomía sin mucho éxito. El primero de ellos fue Tolomeo, quien suponía que los planetas se movían en círculo alrededor de la tierra (sistema geocéntrico). En el siglo XVI el astrónomo polaco Nicolás Copérnico dio a conocer otro sistema, en el cual el sol está en reposo y los planetas giran alrededor de él en orbitas circulares  (teoría heliocéntrica). En el siglo XVI, el astrónomo Danés Tycho Brahe comenzó a hacer un  sistema de mediciones que mostraban la inexactitud del sistema de Copérnico.
La información tabulada por Tycho Brahe fue retomada por su discípulo Johanes Kepler (Alemán), quien después de muchos años de análisis y estudios descubrió las tres leyes del movimiento de los planetas que dieron origen a una nueva ciencia: la mecánica celeste.
Kepler en su primera ley afirma que los planetas en realidad se mueven alrededor del sol en órbitas no circulares sino elípticas. Además Kepler comprobó que el sol se encuentra situado en uno de los focos de cada elipse. 

[image: image282.png]Planeta




LA HIPÉRBOLA

Una hipérbola es el conjunto de puntos de un plano tales que la diferencia de sus distancias desde dos puntos fijos del mismo es constante.
Los puntos fijos se llaman FOCOS y el punto medio del segmento se llama CENTRO DE LA HIPÉRBOLA.
[image: image283.png]3 . elo conjugado <





Determinemos los elementos de la hipérbola.
EJE FOCAL: Es el eje que contiene los vértices V1, V2, y los focos F1, F2 y pasa por el centro.

EJE TRANSVERSO: Segmento que contiene al centro perpendicular al eje conjugado. Esto es 
[image: image284.wmf]'

AA


LADO RECTO: Cuerda que pasa por un foco perpendicular al eje focal, esto es el segmento 
[image: image285.wmf]'

BB


ECUACIÓN DE LA HIPERBOLA

[image: image286.png]De acuerdo con el siguiente gréfico y teniendo en cuenta que los
focos se toman comoF, = (¢, 0)y F, = (-¢, 0) y que se designa por 2a la
diferencia de sus distancias:

F,P - PF, = 2a

Se trata de hallar la ecuacion de la hipérbola cuyo centro coincida
con el origen del sistema cartesiano y su eje transverso coincida con el
eje x.

Debes tener en cuenta los mismos pasos seguidos para la deduc-
cion de la ecuacion de la elipse, con una aclaracion, segan la grafica, de
que ahora a < c.

Ve= (-

a,0) \Vi=(a,0) X
l-a




[image: image287.png]De acuerdo con la definicion:
FP - PF, = 2a(1)

Teniendo en cuenta la distancia entre los puntos, las coordenadas de los focos yel
punto P, escribe una expresion equivalente en (1).

Traspon el radical que esta restando en un lado para sumarlo con 2a. Debes obtener:

\/(x+ c)2 +y: = 2a+ \/(x— c)2+y’
Eleva al cuadrado en ambos lados de la igualdad y reduce los términos semejantes de
tal manera que el término con radical quede a un lado de la igualdad. Desarrolla los cua-
drados y vuelve a reducir términos semejantes hasta que obtengas la expresion:

48" + dox = 4a(x - o) + %




[image: image288.png]Dividimos por 4 en ambos lados de la igualdad y tenemos:
ox - & = a(x - c)z+ y?

Eleva al cuadrado ambos miembros de la igualdad, desarrolla el cuadrado y efectiia el
producto indicado por a2,

Vuelve a reducir los términos semejantes de tal forma que obtengas la expresion:

c'x' +a = a'x’ + &c’ + ay?




[image: image289.png]Equivalente a:
a' — a'c® = ax’— ¢ X + ay’

Saca factor comin en ambos lados de la igualdad de tal manera que aparezca el térmi-
noa’-c2

Ahora a2 - c2es negativo ya que la diferencia de los lados del triangulo F,PF, es menor
que el tercer lado. O sea que 2a < 2¢, por lo tanto ¢ — a?es positivo y tiene una raiz
cuadrada real y positiva que llamamos b. Esto es:

b = VJc¢* — a® entonces b* = ¢’ - &
Por lotanto, a® — ¢ = —b® que al remplazarse en
a2 (az — 02) = x (8’— cz) + ay

queda como:





[image: image290.png]Traspon términos y divide en ambos lados de la igualdad por a* b2. Simplifica y asi
obtendras la ecuacion de la hipérbola en su forma ordinaria.

St
wengpiec
La direccion en que se abre la hipérbola esté determinada o controlada por los signos
y no por los valores relativos de los coeficientes o de los términos cuadréticos.

Si el eje focal coincide con el ejey, la ecuacion sera:

3

o,

<
_?=1




[image: image291.png]2

También para la hipérbola la longitud de cada lado recto es % ylaexcentricidad e = g.
Los vértices de una hipérbola son los puntos V, = (0,4) y V, = (0, -4);
sus focos los puntos F, = (0, 6)y F, = (0, -6). Hallar la ecuacion de la
hipérbola, la longitud de sus ejes transverso y conjugado, su excentri-
cidad y la longitud de cada lado recto.

B1 0 solucionBEE

« Como los vértices y los focos estén sobre el eje y, el eje focal coincide con
el eje y, entonces la ecuacion correspondiente sera:

2 2
L2
a b’

* Longitud eje transverso 2a: 2 x 4 = 8;
a=4





[image: image292.png]Distancia entre los focos 2c:

Como:

b

2x 6 =12
c=6

b = c*- &
36 - 16 = 20
b = 20

Longitud eje conjugado:
La ecuacion es:

Excentricidad e =

oo

2b*

Longitud de cada lado recto: =

26 = 2v20
yo_oxX
16 20

2><420:10




CONSTRUCCIÓN DE LA HIPERBOLA

[image: image293.png]Realicen el siguiente trabajo, siguiendo en orden las
instrucciones:

Esta construccion es similar a la de la elipse.

F\Vi Ve[ F;
* Localicen sobre una recta los focos F, y F, y 10s vérti- MiM: Ms My X

cesV,yV,.

* Fijlenun punto M, sobre la recta y a la derecha de F,.




[image: image294.png]Con los focos como centros y con un radio igual a M .V, describan arcos por encima y
debajo del eje principal.

Con los mismos centros y con radio igual a M,V,, tracen arcos que corten a los arcos
anteriormente trazados.

Pueden hallar otros puntos variando la posicion de M haciendo que M coincida con F,
yF, que esté a la izquierda de F,. ¢Pueden localizar el punto M entre V'y F? Expllquen
la razon

Con esos cuatro puntos y més pueden ya trazar la hipérbola.

Podemos comprobar la validez de esta construccién por medio del siguiente argumen-
to donde P, representa un punto de la hipérbola localizado anteriormente por nuestro
método:




[image: image295.png]SiMV, = F,P,y MV = FP, entonces, MV, - MV = F,P,. ;Porqué?

VV, = F,P,- FP,donde VV, es la longitud del eje transverso y tiene un valor
constante.

Para trazar una hipérbola es importante tener en cuenta sus asintotas:

La asintota de una curva es una linea recta tal que la distancia perpendicular trazada
desde la recta a un punto sobre la curva, es y permanece menor que cualquier valor posi-
tivo que se le asigne a medida que el punto en la curva se aleja indefinidamente del origen.




[image: image296.png]Existe una forma facil de encontrar la ecuacion de las asintotas en la ecuacion

2 2

x Y
R
Igualen a cero el lado derecho y luego factoricen. Asi obtendran las ecuaciones de las
sintotas:

sza—:b?yE =0 xbt - y'a = (xb+ ay) (xb - ay) = O

y = _% X y y = % x son las asintotas.




[image: image297.png]Enigual forma se pueden obtener las ecuaciones
de las asintotas, si la ecuacion de la hipérbola es:

Sus asintotas seran: by + ax = 0
by — ax = 0

Las asintotas definen la forma de la curva a me-
dida que ésta se aleja indefinidamente del origen. Asf
si tomamos el eje transverso 2a y el eje conjugado
2b, como vemos en la figura, podemos construir un
rectangulo cuyo centro es el de la hipérbolay cuyos
lados son 2a y 2b.





OTRAS ECUACIONES DE LA HIPÉRBOLA

[image: image298.png]Forma ordinaria

Al escribir las expresiones correspondientes a la traslacion de ejes, podemos obtener
la ecuacion de la hipérbola con centro en ¢ = (h, k) y el eje transverso paralelo al eje x.

( )2 (y )2 1
a b*
Forma general

Ax* - By’ + Cx+ Dy + E = 0

Dada la ecuacién de la hipérbola en forma general, ;qué tienen que hacer para elevar-
la a su forma ordinaria?




EJEMPLO
Dada la ecuación de la hipérbola  9x2 – 4y2 – 18x + 16y – 43 = 0
a. Escribirla en su forma ordinaria determinando los valores de A, B, C  y E.

b. Determinar las coordenadas del centro y vértices.

c. Trazar la curva

Solución

Para llevar la ecuación de una hipérbola a su forma ordinaria, se deben Factorizar y completar cuadrados perfectos tanto para x como para y. 

9x2 – 18x - 4y2 + 16y – 43 = 0

9(x2 – 2x + 1) – 4(y2 - 4y + 4) = 43 + 9 - 16 

9(x – 1)2 – 4(y - 2)2 = 36 
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Una parábola es el conjunto de puntos de un plano que son equidistantes de un punto fijo llamado FOCO y de una recta  fija llamada DIRECTRIZ.








La ecuación de la parábola con vértice en el origen, eje de simetría coincidente con el eje y, foco en el punto F(0,p) y directriz la recta y = -p es:


x2=4py








a ecuación de la parábola con vértice en el origen, eje de simetría coincide con el eje x, foco en el punto F(p,0) y directriz la recta x=-p es:


� EMBED Equation.3  ���








La ecuación de la parábola con vértice  en V(h, k), foco F(h, k+p), eje de simetría x=h y directriz y = k-p    es: 





� EMBED Equation.3  ���








La ecuación de la parábola  con vértice  en V(h,k), foco F(h+p,k), eje de simetría  y=k y directriz  x= h-p     es:





� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ��� 











 








     




















 


 
































  

















La forma general de la ecuación de una parábola cuyo eje focal es paralelo al eje x es : 


� EMBED Equation.3  ���





. La forma general de la ecuación de una parábola cuyo eje focal es paralelo al eje y es:


� EMBED Equation.3  ���





Una elipse es el conjunto de puntos de un plano, tal que la suma de las distancias de cualquier punto a dos puntos fijos, llamados focos, es constante.





La ecuación de la elipse con centro en el origen, focos sobre el eje x en los puntos � EMBED Equation.3  ���   y � EMBED Equation.3  ���, vértices � EMBED Equation.3  ��� y � EMBED Equation.3  ���, y extremos del eje menor � EMBED Equation.3  ��� y � EMBED Equation.3  ��� es:


� EMBED Equation.3  ���


 








La ecuación de la elipse con centro en el origen, focos sobre el eje y en los puntos � EMBED Equation.3  ���   y � EMBED Equation.3  ���, vértices � EMBED Equation.3  ��� y � EMBED Equation.3  ���, y extremos del eje menor � EMBED Equation.3  ��� y � EMBED Equation.3  ��� es:


� EMBED Equation.3  ���


 








La ecuación de la elipse con centro en C(h,k), focos sobre la recta y=k (paralela al eje x)  en los puntos  F1(h-c, k) y F2(h+c, k), vértices en  V1(h-a, k) y V2(h+a, k), y extremos del eje menor en B1(h, k+b)  y B2(h, k-b)  es:


� EMBED Equation.3  ���








La ecuación de la elipse con centro en C(h,k), focos sobre la recta x=h (paralela al eje y) en los puntos � EMBED Equation.3  ��� y � EMBED Equation.3  ���, vértices en  V1(h, k+a) y V2(h, k-a), y extremos del eje menor en � EMBED Equation.3  ���  y � EMBED Equation.3  ���  es:


� EMBED Equation.3  ���








La forma general de la ecuación de la elipse es: 


� EMBED Equation.3  ���











� Tomado de: BOGOTÁ TORRES, Marlady. SUPERMAT Matemáticas 10. Editorial Voluntad. Bogotá. 2000.





[image: image362.png]


[image: image363.png]


[image: image364.png]Directriz



[image: image365.png]Xx=h+p



[image: image366.png]


[image: image367.png]X=3



[image: image368.png]F(7.3)



[image: image369.png]


[image: image370.png]


[image: image371.png]


[image: image372.png]Fls/29/2)



[image: image373.png]y=3/2



[image: image374.png]


[image: image375.png]X=35/16



[image: image376.png]C(-2,0)



[image: image377.png]Cl-4,1)



[image: image378.png]Cl2-1)



_1191338061.unknown

_1191918670.unknown

_1191923013.unknown

_1191932731.unknown

_1191944048.unknown

_1297428975.unknown

_1297429109.unknown

_1297429255.unknown

_1371303867.unknown

_1371308304.unknown

_1371303774.unknown

_1297429218.unknown

_1297429001.unknown

_1191953058.unknown

_1191954087.unknown

_1191954143.unknown

_1192894043.unknown

_1191954164.unknown

_1191954116.unknown

_1191953082.unknown

_1191952015.unknown

_1191953019.unknown

_1191952158.unknown

_1191951959.unknown

_1191936441.unknown

_1191939821.unknown

_1191939860.unknown

_1191939872.unknown

_1191939847.unknown

_1191934197.unknown

_1191934802.unknown

_1191934965.unknown

_1191933012.unknown

_1191923787.unknown

_1191930518.unknown

_1191932663.unknown

_1191930546.unknown

_1191931882.unknown

_1191930464.unknown

_1191930494.unknown

_1191923801.unknown

_1191923553.unknown

_1191923679.unknown

_1191923701.unknown

_1191923598.unknown

_1191923238.unknown

_1191923409.unknown

_1191923055.unknown

_1191920143.unknown

_1191922761.unknown

_1191922920.unknown

_1191922963.unknown

_1191922774.unknown

_1191922096.unknown

_1191922579.unknown

_1191922077.unknown

_1191919428.unknown

_1191919631.unknown

_1191920125.unknown

_1191919135.unknown

_1191919172.unknown

_1191919371.unknown

_1191918791.unknown

_1191784021.unknown

_1191784568.unknown

_1191785720.unknown

_1191816862.unknown

_1191918560.unknown

_1191918589.unknown

_1191817531.unknown

_1191918487.unknown

_1191817633.unknown

_1191817068.unknown

_1191816232.unknown

_1191816275.unknown

_1191816172.unknown

_1191785023.unknown

_1191785443.unknown

_1191785699.unknown

_1191784831.unknown

_1191784997.unknown

_1191784238.unknown

_1191784297.unknown

_1191784406.unknown

_1191784257.unknown

_1191784054.unknown

_1191784217.unknown

_1191338887.unknown

_1191342836.unknown

_1191343672.unknown

_1191345308.unknown

_1191783848.unknown

_1191783964.unknown

_1191783983.unknown

_1191783881.unknown

_1191345569.unknown

_1191345136.unknown

_1191343129.unknown

_1191343329.unknown

_1191342907.unknown

_1191340080.unknown

_1191341069.unknown

_1191342008.unknown

_1191340218.unknown

_1191339280.unknown

_1191339806.unknown

_1191339131.unknown

_1191338597.unknown

_1191338677.unknown

_1191338757.unknown

_1191338623.unknown

_1191338229.unknown

_1191338335.unknown

_1191338129.unknown

_1187948852.unknown

_1190646872.unknown

_1191164450.unknown

_1191333655.unknown

_1191337188.unknown

_1191337313.unknown

_1191337406.unknown

_1191337243.unknown

_1191335071.unknown

_1191336739.unknown

_1191333666.unknown

_1191255048.unknown

_1191333188.unknown

_1191333535.unknown

_1191333548.unknown

_1191333207.unknown

_1191332825.unknown

_1191333112.unknown

_1191333159.unknown

_1191333095.unknown

_1191255443.unknown

_1191255515.unknown

_1191252256.unknown

_1191254730.unknown

_1191254912.unknown

_1191252563.unknown

_1191253107.unknown

_1191252311.unknown

_1191164721.unknown

_1191251533.unknown

_1191252098.unknown

_1191164856.unknown

_1191164489.unknown

_1191160526.unknown

_1191162933.unknown

_1191163632.unknown

_1191163701.unknown

_1191162997.unknown

_1191162171.unknown

_1191162768.unknown

_1191160654.unknown

_1191157774.unknown

_1191160083.unknown

_1191160320.unknown

_1191160449.unknown

_1191160139.unknown

_1191157967.unknown

_1190647601.unknown

_1191157569.unknown

_1191157652.unknown

_1190647166.unknown

_1190647404.unknown

_1190647028.unknown

_1190642616.unknown

_1190644934.unknown

_1190646325.unknown

_1190646474.unknown

_1190645773.unknown

_1190643333.unknown

_1190644796.unknown

_1190642665.unknown

_1190641061.unknown

_1190642348.unknown

_1190642508.unknown

_1190642258.unknown

_1190639822.unknown

_1190639925.unknown

_1187948968.unknown

_1190639596.unknown

_1187718107.unknown

_1187721733.unknown

_1187723019.unknown

_1187948523.unknown

_1187948576.unknown

_1187723084.unknown

_1187724202.unknown

_1187722580.unknown

_1187722928.unknown

_1187721960.unknown

_1187718375.unknown

_1187719938.unknown

_1187720590.unknown

_1187719772.unknown

_1187718501.unknown

_1187718178.unknown

_1187718256.unknown

_1187718138.unknown

_1187709996.unknown

_1187713550.unknown

_1187717692.unknown

_1187717787.unknown

_1187714112.unknown

_1187710125.unknown

_1187712978.unknown

_1187710033.unknown

_1187542735.unknown

_1187577698.unknown

_1187709324.unknown

_1187709858.unknown

_1187578313.unknown

_1187584620.unknown

_1187577797.unknown

_1187578231.unknown

_1187577570.unknown

_1187577647.unknown

_1187577489.unknown

_1187544177.unknown

_1187539840.unknown

_1187541963.unknown

_1187542244.unknown

_1187542212.unknown

_1187541775.unknown

_1187538126.unknown

_1187538740.unknown

_1187530189.unknown

