Propiedades de los triángulos
Un triángulo puede ser definido como un polígono de tres lados, o como un polígono con tres vértices.
El triángulo es el polígono más simple y el único que no tiene diagonal. Tres puntos no alineados definen siempre un triángulo (tanto en el plano como en el espacio).
· La suma de los tres ángulos internos de un triángulo es siempre 180°  
	


[image: \alpha +\beta +\gamma =180 {}^{\circ}=\pi][image: Archivo:Triangle with notations 2.svg]

[image: ]

Angulo externo
Un ángulo externo de un triángulo es el ángulo formado por un lado  y la prolongación del otro. 
[image: ]
Y la medida de un ángulo externo es igual a la suma de las medidas de los ángulos internos  que no le son adyacentes.
Ejemplo
En el triángulo ABC para calcular la medida del ángulo exterior, al ángulo C, llamémoslo ángulo X, hacemos lo siguiente:
Ángulo exterior = X
X = Ángulo A + Ángulo B
X = 25° + 35°
X = 60°
[image: ]

Otra propiedad importante es que un ángulo interior y exterior de un triángulo son suplementarios, es decir, suman 180º.
Por ejemplo, en el caso anterior vimos que la medida del ángulo X es 60° entonces
Ángulo C + Ángulo X = 180°
                  120° + 60° = 180°
                            180° = 180°
Criterios de congruencia de triángulos
Dos triángulos son congruentes cuando sus tres lados y ángulos también lo son. Sin embargo, puede demostrarse la congruencia de dos triángulos si se sabe que algunas de sus partes correspondientes son homólogas.
Las condiciones mínimas que deben cumplir dos triángulos para que sean congruentes se denominan criterios de congruencia, los cuales son:
· Criterio LLL (Lado, Lado, Lado): Si en dos triángulos los tres lados de uno son respectivamente congruentes con los del otro, entonces los triángulos son congruentes
[image: ]
· Criterio LAL (Lado, Ángulo, Lado): Si los lados que forman un ángulo, y éste, son congruentes con dos lados y el ángulo comprendido por estos de otro triángulo, entonces los triángulos son congruentes.
[image: ]
· Criterio ALA (Ángulo, Lado, Ángulo): Si dos ángulos y el lado entre ellos son respectivamente congruentes con los mismos de otro triángulo, entonces los triángulos son congruentes.
[image: ]
· Criterio LLA (Lado, Lado, Ángulo): Si dos triángulos que tienen dos lados y el ángulo opuesto al mayor de ellos es respectivamente congruente, entonces son congruentes.
[image: ]

Semejanza de triángulos
Para el estudio de este tema te recomiendo observar la información y los ejemplos dados en la página http://www.geoka.net/triangulos/semejanza.html es excelente.

TEOREMA DE PITÁGORAS



                                               

[bookmark: _GoBack]Es un  teorema que relaciona los tres lados de un triángulo rectángulo, y que establece que el cuadrado del lado mayor (hipotenusa) es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados (catetos).
El teorema de Pitágoras permite calcular uno de los lados de un triángulo rectángulo si se conocen los otros dos. Así, permite calcular la hipotenusa a partir de los dos catetos: 

 
c2 = a2  +  b2
c  =     a2  +  b2

O bien, calcular un cateto, conocidos la hipotenusa y el otro cateto: 
a2  = c2 -  b2
 a =     c2  -  b2
El teorema de Pitágoras, puede interpretarse de la siguiente manera: 
“La hipotenusa al cuadrado es igual a la suma de los de los cuadrados de los catetos”
Para usar el teorema de Pitágoras, sólo hay que sustituir los datos que te dan, por ejemplo, en el siguiente triángulo rectángulo:
[image: pitagoras1]
Te dan que la medida del lado a es 3 unidades (Recuerda que éstas unidades están en términos de longitud, es decir, dicha medida puede estar dada en cm, m, mm, etc.) y la medida del lado b es 4 unidades, así que sustituimos en la expresión, así: 
c2 = a2+b2
c2 = (3)2 + (4)2
elevando al cuadrado, nos da: 
c2 = 9 +16 = 25
para obtener el valor de c, hallamos la raíz cuadrada, a ambos lados de la igualdad, para no alterar la expresión, así: 

  
      C  =  5, podemos por lo tanto concluir que la medida de la hipotenusa, es decir, 
                              la medida del lado c, es igual a 5 unidades
Resolvamos situaciones:
Cuando lo que te falta es la medida de uno de los catetos, hay que despejar de la fórmula la a2 o la b2.
Así por ejemplo, en el triángulo:


Debemos encontrar la medida del lado a, puesto que el valor de la medida de ese lado, no sabemos cuál es, por lo tanto, vamos a valernos de nuevo del teorema de Pitágoras para encontrar dicha medida. 
c2 = a2+b2
como lo que tenemos que hallar es el valor de a, debemos despejar esa variable, así:
c2 - b2 = a2
luego, como es, una igualdad, puedo escribirla así:
a2 = c2 - b2 
Sustituimos ahora los valores que conocemos de c y b, que son respectivamente c = 15 unidades y b = 12 unidades.
Supongamos que esas unidades están dadas en cm, por lo tanto sería así, la medida del lado     c = 15 cm y la medida del lado b = 12 cm
a2 = (15)2 - (12)2
elevamos al cuadrado:
a2 = 225 - 144 = 81
Finalmente, hallamos la raíz cuadrada, a ambos lados de la igualdad, para obtener el valor de a, y tenemos que:

, luego:      a = 9
Por tanto, se concluye que la medida del lado a, es decir, la medida del cateto a = 9 cm, observa la gráfica.


Demostremos este Teorema con la ayuda de la siguiente representación gráfica.
. [image: 12]
Hemos construido un cuadrado sobre cada lado del triángulo rectángulo.
Pitágoras dice que el cuadrado 1 tiene su área igual a la suma de los cuadrados 2 y 3.
De acuerdo al cuadriculado, el cuadrado 1 tiene un área de 25 cuadros. Al sumar los 9 cuadros del cuadrado 2 y los 16 cuadros del 3 obtenemos 25. Entonces, se cumple:
c2 = a2+b2
Mediante este teorema podemos calcular la medida desconocida de un lado de un triángulo rectángulo, puede ser un cateto o su hipotenusa.
[bookmark: angulos]ÁNGULOS
Recordemos que para medir los ángulos utilizamos una unidad de medida llamada grado (º) y un instrumento de medida llamado transportador y utilizamos el sistema sexagesimal.
A veces es necesario emplear unidades más pequeñas  que el grado  para medir ángulos de una forma más precisa. Con este fin, se divide el grado sexagesimal en 60 partes iguales. Cada una 
de estas partes recibe el nombre de minuto y lo representamos así: 1’. Por lo tanto: 1º  (un grado) =  60’.
Para medidas mucho más precisas, utilizadas por ejemplo en aviación y navegación, el minuto sexagesimal se divide a su vez en 60 partes iguales, cada una de las cuales recibe el nombre de segundo, y lo representamos así: 1’’. Por lo tanto: 1’  =  60’’.

OPERACIONES CON MEDIDAS DE ÁNGULOS
PRIMER  SITUACIÓN 

Observemos cómo se convierten 16º 31’ en minutos.

Como un grado tiene 60’, entonces 16º tendrán  16  x  60’  =  960’
Y como ya tengo 31’, entonces el total de minutos que hay en 16º 31’ es 960º + 31’  =  991’

Otro ejemplo
Ahora veamos cómo se transforman 42º 3’ 52’’  en segundos.
Como 1º (un grado) =  3.600 ‘’, entonces 42º serán:  42  x  3.600’’  = 151.200 ‘’ 
Como 1’  = 60’’, entonces 3’ serán: 3  x 60’’  =  180’’
Y como ya tenemos 52’’, entonces el total de segundos que hay en 42º 3’ 52’’ es 151.200’’ + 180’’ + 52’’ = 151.432’’

Convirtamos  ahora, 637’en grados y minutos; basta una sencilla división:
                                           637’    60
                   			  37’    10º

Luego… 637’  =  10º 37’ 

Convirtamos  27.859’’ en grados, minutos y segundos; igualmente,
una breve división:

				   27.859’’    60
                   		               385       464    60
                                                   259       44’   7º
      				         19’’

Luego… 27.859’’ =  7º 44’  19’’


SEGUNDA SITUACIÓN 

Sumemos 18º 47’ 45’’ con 43º 58’ 32’’

Primero escribimos los números  de cada grupo  en forma vertical y sumamos separadamente las cantidades de cada uno, así:  
18º       47’     45’’ 
43º       58’     32’’
61º     105’     77’’
Cuando el número de segundos que se obtienen  es mayor o igual que 60, se convierten  en minutos, así para el caso que nos ocupa:  77’’  =  1’ y 17’’.
      61º     105’     77’’
                                                 1’     17’’
                         61º     106’     17’’
Como el número de minutos es  aquí mayor   que 60, lo convertimos en grados. 
                        61º    106’      17’’
                                  1º      46’      17’’
                        62       46’      17’’

TERCERA SITUACIÓN 
De 17º 31’ 43’’ restemos 2º 45’ 53’’
Ponemos  los números en forma vertical y realizamos separadamente las restas entre las unidades de la misma clase.  La resta se realiza empezando por los segundos:
                          17º    31’      43’’
                                 -   2º   45’      53’’

Como de 43’’ no podemos restar 53’’, entonces vamos a los 31’, le pedimos “prestado” 1’, éste lo convertimos en 60’’ y éstos los sumamos a los 43’’ que ya tenemos:  60’’  +  43’’  =  103’’.  Ahora ya podemos restar los segundos.
[image: BD19824_]
                                                1’  =  60’’

                           17º    31’      43’’
                                   - 2º     45’     53’’


                          17º    30’      103’’
                                  - 2º   45’        53’
                                                      50’’

Como de 30’ no podemos restar 45’, entonces vamos a los 17º, le pedimos “prestado” 1º, lo  convertimos en 60’ y éstos los sumamos a los 30’ que ya tenemos  =  60’  +  30’  =  90’.  Ahora ya podemos restar entre minutos.

                                        1º = 60’

                          17º    30’      103’’
                                  -     2º   45’        53’
                                                           50’’


                          16º    90’      103’’
                                  -     2º   45’        53’
                                      14º   45’        50’’
 

Por lo tanto, 17º 31’ 43’’  - 2º 45’ 53’’  =  14º 45’ 50’’ 

[bookmark: TIEMPO]MEDIDA DEL TIEMPO

UNIDADES DE TIEMPO

La duración de los fenómenos o de los actos que realizamos se conoce con el nombre de tiempo.
Las unidades básicas del tiempo se definen con base en el fenómeno de movimientos de rotación y de traslación de la Tierra.
El tiempo que tarda nuestro Planeta en dar una vuelta completa sobre sí mismo (movimiento de rotación), se denomina día.
El tiempo que tarda   en hacer su revolución alrededor del Sol (movimiento de traslación), se denomina año.
[image: BD10824_]Estas dos unidades sirven de base para definir otras de gran uso:

-La hora, que  es  1  de día. El minuto, que  es  1   de hora.
24                     60

-El segundo :   1   de minuto. El mes:        1   de año.
60 12

De acuerdo con lo anterior:
1 día  =  24 horas
1 hora  =  60 minutos  
1 minuto  =  60 segundos  
1 año = 12 meses  



Cuando el tiempo que tarda la Tierra en hacer su vuelta alrededor del Sol es 365  1  días aproximadamente, entonces el año tiene 365 días (aprox.).                                                          4

Nota.  Para  fines civiles y legales  se considera el año de 365 días.  Para fines contables y comerciales  se considera el año de 360 días.

Observemos que cada 4 años se completa un día más   (4 x 1/4 = 1),  de acuerdo                                                                                             con los 365 1/4 que tarda la tierra en dar  la vuelta alrededor del sol, por lo cual se obtiene un año bisiesto (366 días), día que se agrega al mes de febrero, haciéndolo de 29 días en lugar de 28.[image: BS00587_]
	Unidad
	Valor

	         1 seg
         1 min
         1 hora
         1 día
         1 semana
         1 mes
         1 año
         1 década
         1 siglo
         1 milenio
	     1seg
     60 seg
     60 min
     24 horas
     7 días
     30 días
     12 meses
     10 años
     10 décadas
     10 siglos



Veamos la siguiente tabla:













EL  CALENDARIO
El sistema de división del tiempo mediante un cuadro que señala los días, meses, estaciones y fiestas del año, se conoce con el nombre de calendario.

El origen del calendario se debe a los romanos. Fue Rómulo quien fijó el primer calendario oficial para el año de 300 días, distribuido en períodos de 10 meses.
Posteriormente, con base en las observaciones sobre los cuerpos celestes, los babilonios establecieron el año de 360 días, distribuidos en 10 períodos (meses) de 36 días cada uno. 
En la época del emperador Julio César ya se conocía que el valor aproximado del año era de  365 ¼ días, razón por la cual dicho emperador decretó la reforma juliana del calendario, indicando que el año legal era de 365 días y el año bisiesto de 366 días.

TRANSFORMACIONES DE UNIDADES DE TIEMPO

Una fracción de tiempo dada en cualquier unidad de medida (de  tiempo), puede ser transformada en otra unidad de medida equivalente, de forma similar a como se hace  con las  de longitud.
Ejemplo:
Transformemos las unidades hora, día, semana, mes y año a horas, minutos y segundos.
Sabemos que 1 hora  =  60 min  =  (60 x 60) seg  =  3. 600 seg. 
Veamos la siguiente tabla:
	[image: BS00261_]
	Horas
	Minutos
	Segundos

	1 hora
1 día
1 semana (7 días)
1 mes (30 días)
1 año (365 días)
	     1
     24
     168
     720
     8.760
	   60
   1. 440
   10. 080
   43. 200
   525. 600
	        3. 600
        86. 400
        604. 800
        2 592. 000
        31 536. 000



Resolvamos situaciones:
Juanito tiene 7 meses 10 días y 4 horas de edad. Expresa su edad en segundos.

Este problema lo podemos solucionar de dos formas:
Primera solución:
7 meses = (7 x 30) días = (7 x 30 x 24) horas
	   = (7 x 30 x 24  x  60) min  =  (7 x 30 x 24 x 60 x 60) seg = 18 144. 000 seg

10 días = (10 x 24) horas = (10 x 24 x 60) min
	  = (10 x 24 x 60 x 60) seg = 864 000 seg

4 horas = (4 x 60) min = (4 x 60 x 60) seg = 14 .400 seg

Luego, la edad de Juanito es (18 144. 000 + 864. 000 + 14. 400) seg = 19 022. 400 seg.

Segunda solución:

7 meses  10 días  4 horas

(7 x 30 x 24) horas + (10 x 24) horas + 4 horas (5 040 + 240 + 4) horas = 5. 284 horas
= (5. 284 x 3. 600) seg = 19 022. 400 seg.

OPERACIONES CON MEDIDAS DE TIEMPO

En las transformaciones de las unidades de tiempo se realizan algunas operaciones entre medidas de tiempo. A continuación ampliaremos estas formas de operar con las unidades de tiempo.


Ejemplo:

Un bus de servicio interdepartamental realiza un viaje entre Medellín y Barranquilla en un tiempo de 14 horas 50 minutos y 30 segundos, y otro entre las ciudades de Medellín y Montería en 8 horas 54 minutos y 8 segundos. Si el bus empleó un tiempo total de 3 horas 55 minutos y 50 segundos en paradas durante los dos viajes… ¿cuánto tiempo estuvo realmente en movimiento?

[image: BD07190_]Calculamos primero el tiempo total de duración de los dos viajes:

14 horas	50 min		30 seg
        +    8 horas	54 min		  8 seg
22 horas       104 min	            38 seg

Observemos que 104 min  = 60 min + 44min  = 1 hora  44 min 

Luego… 22 horas  104 min 38 seg  = 23 horas, 44 min y 38 seg.

El tiempo  que realmente estuvo en movimiento el vehículo, fue:  

23 horas	44 min	          38 seg       22 horas        103 min       98 seg 
        -  3 horas	55 min	          50 seg     -   3 horas          55 min       50 seg  
                                                          19 horas           48 min	  48 seg

Luego… 19 horas, 48 min y 48 seg es la respuesta  a la pregunta del problema.

Para sumar números compuestos (que signifiquen tiempo), se ponen sobre una misma columna las medidas de igual unidad, y se suman como números enteros.  En el resultado se efectúan las transformaciones necesarias.
En la resta, si algún sustraendo parcial es mayor que el minuendo de unidad correspondiente, se le agrega a este minuendo una unidad del orden inmediatamente superior, tomada del minuendo parcial anterior.

CIRCULO Y CIRCUNFERENCIA
¿Qué es circunferencia y círculo?
La circunferencia podemos definirla como la sucesión de puntos equidistantes de un punto llamado centro. El círculo es la región delimitada por la circunferencia.
[image: image061]
Segmentos notables
Diámetro: segmento que une dos puntos de la circunferencia pasando por el centro.
Radio: Es la mitad de diámetro. 
Arco: Es una parte de la circunferencia que se delimita entre dos puntos.
Cuerda: segmento que une dos puntos de la circunferencia. 


Si medimos con un hilo la longitud de la circunferencia, veremos que es igual a 3,14159…  por su diámetro. A este número decimal se lo define con la letra griega “pi”, π.

 =3,141592654…  

Se aproxima a  = 3, 1416

L = d x 
ÁREA DEL CIRCULO:
Un círculo de radio [image: r \,], tendrá un área:
[image: A = \pi \cdot r^2] ; En función del radio (r).

Algo de  historia
El Mundo de los Poliedros
    
Existen 5 poliedros regulares convexos y por ahora no se conoce la época en que se descubrieron. 
[image: Poli1]
(Representaciones en piedra de un yacimiento Neolítico) 
 Hay una tradición que asigna el conocimiento de los poliedros a los pitagóricos y otros investigadores asignan el Icosaedro y el Octaedro a Teeteto. En la época anterior a los pitagóricos ya se conocían de una forma aislada, como objetos físicos. 
Se dice que fue Teeteto el primero en formular una teoría general. 
Reciben otro nombre: “Sólidos Platónicos” que se atribuye a Platón;   para él los elementos últimos de la materia son los Poliedros Regulares. 
De estos cuerpos elementales, Platón sólo considera los límites, las superficies, y da mucha más importancia a la forma que a la materia.
[image: Poli2] 
Platón 
Consideraba que a cada elemento se le asigna uno de los cuatro poliedros regulares:          
	Fuego
	Tierra 
	Agua 
	Aire 

	Tetraedro 
	Cubo 
	Icosaedro 
	Octaedro 


...pero existe un quinto elemento (Dodecaedro) al que Platón le atribuye esta frase: “Dios la ha utilizado para el todo, cuando dibujó el orden final,”.
[image: Poli3]
Después de Platón, Johan Kepler construyó una cosmología basada en los cinco poliedros regulares.
	[image: Poli4]
	[image: Poli5]
	  



POLIEDROS
Un poliedro es la región del espacio limitada por polígonos.
Elementos de un poliedro
[image: dibujo]
Caras: Las caras de un poliedro son cada uno de los polígonos que limitan al poliedro.
Aristas: Las aristas de un poliedro son los lados de las caras del poliedro. Dos caras tienen una arista en común.
Vértices: Los vértices de un poliedro son los vértices de cada una de las caras del poliedro. Tres caras coinciden en un mismo vértice.
Ángulos diedros: Los ángulos diedros están formados por cada dos caras y tienen una arista en común.
Ángulos poliédricos: Los ángulos poliédricos están formados por tres o más caras del poliedro y tienen un vértice común.
Diagonales: Las diagonales de un poliedro son los segmentos que unen dos vértices no pertenecientes a la misma cara.

Tipos de poliedros
Poliedro convexo
[image: dibujo]   En un poliedro convexo una recta sólo pueda cortar a su superficie en dos puntos.
Poliedro cóncavo

[image: dibujo]
En un poliedro cóncavo una recta puede cortar su superficie en más de dos puntos, por lo que posee algún ángulo diedro entrante.
Poliedros regulares
Un poliedro regular tiene todos sus ángulos diedros y todos sus ángulos poliedros iguales y sus caras son polígonos regulares iguales.
Sólo existen cinco poliedros regulares:
Tetraedro
[image: dibujo][image: Desarrollo del tetraedro]
Su superficie está formada por 4 triángulos equiláteros iguales.
Tiene cuatro vértices y cuatro aristas.
Es una pirámide triangular regular.

Hexaedro o cubo 
[image: dibujo][image: Desarrollo del Cubo]
Su superficie está constituida por 6 cuadrados..
Tiene 8 vértices y 12 aristas.
Es un prisma cuadrangular regular. .

Octaedro
[image: dibujo][image: Desarrollo del octaedro]
Su superficie consta de ocho triángulos equiláteros.
Tiene 6 vértices y 12 aristas.
Se puede considerar formado por la unión, desde sus bases, de dos pirámides cuadrangulares regulares iguales. 

Dodecaedro
[image: dibujo][image: Desarrollo del dodecaedro]
Su superficie consta de 12 pentágonos regulares.
Tiene 20 vértices y 30 aristas.

Icosaedro
[image: dibujo][image: Desarrollo del icosaedro]
Su superficie consta de veinte triángulos equiláteros.
Tiene 12 vértices y 30 aristas.
RELACIÓN DE EULER
En todos los poliedros convexos se verifica siempre que: 
Número de caras + Número de vértices = Número de aristas + 2.
Ejemplo
El tetraedro tiene 4 caras, 6 aristas y 4 vértices, verifiquemos la relación anterior con estos datos
Nº de caras + Nº de vértices = Nº de aristas + 2.
                                    4 + 4 = 6 + 2
                                         8 = 8   Se verifica la igualdad.
Poliedros irregulares
Un poliedro irregular está definido por polígonos que no son todos iguales.
Tipos de poliedros según el número de caras
Tetraedro: Poliedro de 4 caras.                           Pentaedro: Poliedro de 5 caras.
Hexaedro: Poliedro de 6 caras.                            Heptaedro: Poliedro de 7 caras.
Octaedro: Poliedro de 8 caras.                             Eneaedro: Poliedro de 9 caras.
Decaedro: Poliedro de 10 caras.                           Endecaedro: Poliedro de 11 caras.
Dodecaedro: Poliedro de 12 caras.                        Tridecaedro: Poliedro de 13 caras.
Tetradecaedro: Poliedro de 14 caras.                    Pentacaedro: Poliedro de 15 caras.
Icosaedro: Poliedro de 20 caras.

                     [image: ]                   [image: ]                     [image: ]            


[bookmark: volumen]VOLUMEN
Volumen es el espacio que ocupa un cuerpo, y llamamos cuerpo a todo objeto que ocupa un lugar en el espacio.
Un cuerpo es sólido o geométrico si está limitado por superficies planas poligonales, planas y curvas.
Los cuerpos geométricos que están limitados por regiones planas poligonales reciben el nombre de Poliedros. 
Los cuerpos geométricos que están limitados por regiones  planas no poligonales reciben el nombre de cuerpos redondos.




                          Poliedro 					Cuerpo redondo






VOLUMEN DE ALGUNOS CUERPOS


a, b, h: aristas



 a x b x h
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. r2 .h




                      h
              

            . r2    



Cilindro






a: arista


a3

    a           
  
        a         a

Cubo 

LONGITUDES 
VOLUMEN
DIBUJO 
NOMBRE 





























En el Sistema Internacional la unidad de medida para el volumen es el m3.
Ejemplo:
Calcular el volumen del siguiente prisma de base triangular  de altura 3cm y de base 4 cm.

                             4cm       3cm

                                                    6cm





Según la tabla, el volumen de este prisma es igual  al producto del área de la base por la altura. Como la base es un triángulo rectángulo, entonces su área equivale a:
B = b  .  h
          2
B = 4cm  .  3cm  
           2
B = 12cm2
        2
B = 6cm2   (Área de la base)

Por lo tanto el volumen del prisma es:
V = B  .  h

V = 6cm2  .  6cm

V = 36cm3
Resolvamos situaciones
Al techo de un salón de clases  de 12m de ancho x 4m  de alto x 8m de largo se le puso una capa de tablillas de 0,3 m de espesor. ¿En cuánto ha disminuido el volumen del salón?
Calculemos el volumen del salón de clases antes de ponerle la capa de tablillas.
12m x 4m x 8m = 384m3
Ahora restemos la capa de tablilla a la altura del salón que es de 4m
4m – 0,3 m = 3,7 m 
Y hallemos de nuevo el volumen del salón de clases.

12m x 3,7m x 8m = 355,2 m3
Entonces  384m3 - 355,2 m3 = 28,8 m3
Por lo tanto el volumen del salón ha disminuido 28,8 m3
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Una propiedad importante de todos los triGngulos es que la suma de las
longitudes de dos de sus lados es siempre mayor que la longitud del
tercer lado.
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